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積分 

 
學習目標 

1. 了解不定積分 ( )f x dx∫ 之意義及求法 

2. 能夠利用極限觀念求面積 

3. 能夠利用定積分的定義求
 

 
( )

b

a
f x dx∫  

4. 了解定積分之性質 
5. 瞭解為積分基本定理之應用 
6. 能夠利用定積分代換定理求定積分 
7. 了解積分近似值(數值積分)的求法 
 
(I) 不定積分 
定義： 

若          ，則稱函數 F為函數 f 的ㄧ反導函數(antiderivative function)。 

例題：驗證函數 31( ) 5 2
3

F x x x= + + 是函數 2( ) 5f x x= + 的反導函數。 

解： 
 
 

例題： 3( )d x
dx

=        ， 3( 12)d x
dx

+ =        ， 3( 5)d x
dx

− =        ， 3( )d x
dx

π+ =         

註：ㄧ個函數的反導函數並不唯一。 
 
定理： 

若 ( )F x 與 ( )G x 為可微分函數，且 ( ) ( )F x G x′ ′= 對 ( , )a b 中所有 x皆成立，則 ( ) ( )F x G x−
在 ( , )a b 上為常數函數，即 ( ) ( )F x G x C= + ，此處C為任意常數。 

定義： 
若ㄧ函數 ( )f x 的反導函數 ( )F x 為已知，則每ㄧ個反導函數皆會形如 ( )F x C+ 的形式，

故 ( )F x C+ 就代表 ( )f x 的所有反導函數，且稱為 ( )f x 的不定積分，記作 

                                                            
其中 ( ) ( )F x f x′ = ， ( )f x 稱為被積分函數， dx稱為積分變數的微分，C稱為不定積分

常數。 

註：(1)  ( )( )d f x dx
dx

=∫             
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    (2)  ( )d f x dx
dx

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫             

 
不定積分的基本函數公式： 

1. nx dx =∫                      ， 1n ≠ −  

1.1. dx =∫                       

2. 1 dx
x

=∫                       

3. xe dx =∫                       

3.1. kx be dx+ =∫                      ， 0k ≠  

例題：求下列各不定積分： 

(1) 3dx =∫                       

(2) 17x dx =∫                       

(3) 1 dx
x

=∫                       

(4) 3xe dx− =∫                       

不定積分的基本性質： 

1.                                    ， k為常數 

2.                                     

3.                                     
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推廣：                                                                       

4.                                   ， 1n ≠ − ，C為常數 
例題：求下列各不定積分： 

(1) 5 3 2(2 8 3 5)x x x dx+ − +∫  

解： 
 

(2) 
3 2 7x x dx

x
+ −

∫  

解： 
 

(3) 5(3 )te t dt− +∫  

解： 
 
 
不定積分與切線斜率（導數）的關係： 
例題：若一曲線 ( )f x 在任一點 x的切線斜率為 23 1x + 且通過點 (2,6)，求此函數。 
解： 
 
 
 
 
 
 
不定積分在經濟理論上的應用 

1. 若邊際成本函數為 ( ) ( )dMC x C x
dx

= ，則總成本函數為 ( ) ( )C x MC x dx= ∫  

2. 若邊際收益函數為 ( ) ( )dMR x R x
dx

= ，則總收益函數為 ( ) ( )R x MR x dx= ∫  

3. 若邊際利潤函數為 ( ) ( )dMP x P x
dx

= ，則總利潤函數為 ( ) ( )P x MP x dx= ∫  

例題：設某製造司生產q件物品的邊際成本為 23 60 400q q− + ，若已知生產前 2件商品的成本
為 900元，試求生產前 5件時所需之成本。 
解： 
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代換積分法(Integration by Substitution)： 
定理： 

若 F為 f 的反導函數，且令 ( )u g x= ， ( )du g x dx′= ，則 

                ( ( )) ( )f g x g x dx′ =∫                                                 

 
 
 
例題：試就下列不定積分，選擇適當的變數變換關係： 

積分 變數變換關係 

(a) 
5
2(3 4)x dx+∫  

 

(b) 4
3

dx
x−∫  

 

(c) 
22 xxe dx−∫  

 

(d) 2 3(2 )x x dx+∫   

 

例題：求 2 7x dx+∫  

解： 
 
 

例題：求 2 58 (4 3)x x dx−∫  

解： 
 
 

例題：求
43 2xx e dx+∫  

解： 
 
 

例題：求
1

x dx
x −∫  

解： 
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例題：求
2

3 6
2 8 3

x dx
x x

+

+ +
∫  

解： 
 
 

例題：求
2(ln )x dx

x∫  

解： 
 

例題：求 5 2xe dx+∫  

解： 
 
 

例題：求
2 3 5

1
x x dx

x
+ +
+∫  

解： 
 
 
 
 
 
 

例題：求
1

1 x dx
e−+∫  

解： 
 
 
 
 
 
 

例題：求
44 2xx e dx+∫  

解： 
 
 
 
 
 



 6

例題：假設價格 p（元）與需求量 x（百件）的關係視為
2

135
9

dp x
dx x

−
=

+
，且需求量為 400件（亦

即 4x = ）時，其售價為 30 元。 

(1) 求需求函數 ( )p x  
(2) 需求量為 300時的售價為何？無需求量的售價又應為何？ 
(3) 售價為 20元的需求量為何？ 
解： 
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定積分 
定積分(definite integral)原先是為計算一塊不規則平面區域之面積，而發展出來的。 
 
預備知識： 
級數的符號： 

以
1

n

k
k

a
=
∑ 表 1 2 3 na a a a+ + + + 共有 n項之和。 

例如：
5

1
(2 1) 1 3 5 7 9

k

k
=

− = + + + +∑  

例題：寫出下列以∑表出的數，請逐項展開來。 

(1) 
5

2
1

1
n

n
n=

+
=∑                                           

(2) 
10

1

1
( 1) 2n

n

+

=

− × =∑                                           

例題：下列各數是否表同一數？ 

(1) 
4

1

2 1 0 1 2
5 6 7 8 9k

k
k=

− −
= + + +

+∑  

(2) 
6

3

4 1 0 1 2
3 6 7 8 9m

m
m=

− −
= + + +

+∑  

(3) 
1

2

1 1 0 1 2
8 6 7 8 9n

n
n=−

+ −
= + + +

+∑  

有關∑之性質： 

(1) 
1

n

k

c
=

=∑      ， c為一常數 

(2) 
1

n

k
k

ca
=

=∑            

(3) 
1
( )

n

k k
k

a b
=

+ =∑                     

(4) 
1
( )

n

k k
k

a b
=

− =∑                     

(5) 
1

n

k
k

a
=

=∑                    (但 1n m> > ) 

例題：設 2

1 1 1
( 1)(2 3)

n n n

k k k

k k a k b k c
= = =

+ + = + +∑ ∑ ∑ ，求 a，b， c之值。 

解答：  
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自然數之乘冪和： 

(1) 
1

1 2 3
n

k

k n
=

= + + + + =∑                     

(2) 2 2 2 2 2

1
1 2 3

n

k

k n
=

= + + + + =∑                     

(3) 3 3 3 3 3

1
1 2 3

n

k

k n
=

= + + + + =∑                     

例題：求下列各和： 

(1) 
5

1
1 2 3 4 5

k

k
=

+ + + + = =∑                     

(2) 
5

2 2 2 2 2 2

1
1 2 3 4 5

k

k
=

+ + + + = =∑                     

(3) 
5

3 3 3 3 3 3

1
1 2 3 4 5

k

k
=

+ + + + = =∑                     

考慮下面的面積問題： 
已知函數 f 在區間[ , ]a b 為連續且非負值，求由 f 的圖形， x軸與兩直線 x a= 及 x b= 所圍成

區域的面積。 
解法： 

在 a與 b之間插入一些點 1 2 1, , , nx x x − ，使得 0 1 2 1n na x x x x x b−= < < < < < = (稱為分

割)，而將區間[ , ]a b 分割成相同長度
( )b a x

n
−

= ∆ 的 n個子區間。 

通過點 0 1 2 1, , , , ,n nx x x x x− 作出垂直線將區域 R分割成 n各等寬的長條。我們可以做出
在曲線 ( )y f x= 下方的內接矩形，亦即 
因 為 f 在 [ , ]a b 為 連 續 ， 故 由 極 值 存 在 定 理 可 知 f 在 每 ㄧ 個 子 區 間

0 1 1 2 1[ , ],[ , ], ,[ , ]n nx x x x x x− 上有極小值，若這些極小值發生在點 1 2, , , nc c c ，則內接矩形
的面積為 

1 2
1

( ) ( ) ( ) ( )
n

n n i
i

R f c x f c x f c x f c x
=

= ∆ + ∆ + + ∆ = ∆∑ (稱為黎曼和) 

若 n增加時，則矩形的寬會變小，故當較小的矩形會填滿在曲線下方的空隙， R的正
確面積可以定義為 nR 面積的極限，亦即 

1
lim ( )

n

in i

A f c x
→∞

=

= ∆∑  

例題：試求 ( ) 2 1f x x= + 在[1,3]上所圍區域的面積。 
解： 
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例題：試求 2( )f x x= 在[0,1]上所圍區域的面積。 
解： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
定義： 

若函數 f 在 [ , ]a b 為連續且非負值，則在 f 的圖形下方由 a到 b 的面積 A定義為

*

max 0 1
lim ( )

i

n

i ix i

A f x x
∆ →

=

= ∆∑ ，此處 *
ix 與 ix∆ 分別為子區間 1[ , ]i ix x− 中的任ㄧ數與長度。 

註：為了方便計算，必須做出以下幾個假定 
(1) 函數 f 在[ , ]a b 為連續 
(2) 函數 f 在[ , ]a b 為非負值 
(3) [ , ]a b 的子區間長度皆等長 
(4) 選取的 ic 使得 ( )if c 恆為 f 在 1[ , ]i ix x− 上的極小值(或極大值) 
更為廣義的定義可為 
(1) 函數 f 在[ , ]a b 未必連續 
(2) 函數 f 在[ , ]a b 不一定為非負值 
(3) [ , ]a b 的子區間長度可不同 
(4) 選取的 ic 可以是 1[ , ]i ix x− 上的任ㄧ點 

定義： 

設[ , ]a b 為ㄧ閉區間，若實數 0 1 2, , , , nx x x x 滿足                              ，則稱

0 1 2{ , , , , }nP x x x x= 為 [ , ]a b 之ㄧ       ，而 ix∆ 表第 i 個子區間的長度，

max{ | 1, 2, , }iP x i n= ∆ = 稱為分割 P的            。 
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定義： 

設 f 在 [ , ]a b 中為ㄧ連續函數， 0 1 2{ , , , , }nP x x x x= 為 [ , ]a b 之任ㄧ分割，若存在一實數

L，使得                ，則 L稱為 f 由 x a= 至 x b= 的         ，以        表之，

亦稱 f 在[ , ]a b 可積分，其中 ,a b分別稱為定積分之下限及上限， ( )f x 稱為被積分函數。 

註：若函數 ( )y f x= 在區間[ , ]a b 為非負函數，則定積分
 

 
( )

b

a
f x dx∫ 在幾何上代表 f 的圖形， x

軸與兩直線 x a= 及 x b= 所圍成區域的面積。 
定義： 

(1) 若 a b> ，且
 

 
( )

a

b
f x dx∫ 存在，則

  

  
( ) ( )

b a

a b
f x dx f x dx= −∫ ∫  

(2) 若 ( )f a 存在，則
 

 
( ) 0

a

a
f x dx =∫  

例題：計算
 4 2

 1
x dx∫ 。 

解： 
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定理： 
若 f 在[ , ]a b 為連續，則 f 在[ , ]a b 為可積分。 

 

例題：定積分
 4

 0
x dx∫ 存在，但最大整數函數 ( )f x x= 在[0,4]中不連續。 

解： 
 
 
 
 
 
定理： 

若函數 f 在[ , ]a b 為有界，且在[ , ]a b 中僅有有限個不連續點，則 f 在[ , ]a b 為可積分。 
定積分的性質 
定理： 

若函數 f 在[ , ]a b 為可積分，且 c為常數，則 cf 在[ , ]a b 為可積分，且 

                                                      
定理： 

若兩函數 f 與 g在[ , ]a b 皆為可積分，則 f g+ 與 f g− 在[ , ]a b 為可積分，且 

                                                      

                                                      
註：若函數 1 2, , , nf f f 在[ , ]a b 皆為可積分，且 1 2, , , nc c c 皆為常數，則 1 1 2 2 n nc f c f c f+ + + 在

[ , ]a b 為可積分，且 

                                                             
定理： 

若函數 f 在含有任意三數 ,a b與 c的閉區間為可積分，則 

                                                      
不論 ,a b及 c的次序為何。 

例題：假設函數 ( )f x 與 ( )g x 在區間 [ 2,5]− 為連續，且
 5

 2
( ) 3f x dx

−
=∫ ，

 5

 2
( ) 4g x dx

−
= −∫ ，

 5

 3
( ) 7f x dx =∫ ，求 

(1) 
 5

 2
[2 ( ) 3 ( )]f x g x dx

−
−∫  

解： 
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(2) 
 3

 2
( )f x dx

−∫  

解： 

 
 
定理： 

若函數 f 在[ , ]a b 為可積分，且 ( ) 0f x ≥ 對於[ , ]a b 中的所有 x皆成立，則
 

 
( ) 0

b

a
f x dx ≥∫  

定理： 
若兩函數 f 與 g在 [ , ]a b 皆為可積分，且 ( ) ( )f x g x≥ 對於 [ , ]a b 中的所有 x皆成立，則

  

  
( ) ( )

b b

a a
f x dx g x dx≥∫ ∫  

定理： 
若函數 f 在 [ , ]a b 為可積分，且m與M 分別為 f 在 [ , ]a b 上的絕對極小值與絕對極大
值，則 

 

 
( ) ( ) ( )

b

a
m b a f x dx M b a− ≤ ≤ −∫  

例題：試證：
 2

 1

1 1 1
2

dx
x

≤ ≤∫ 。 

解： 
 
 
 
 
 
 
 
 
定理(積分均值定理)： 

若函數 f 在[ , ]a b 為連續，則在[ , ]a b 中存在ㄧ數 c，使得 
 

 
( ) ( )( )

b

a
f x dx f c b a= −∫  

例題：已知 2( )f x x= ，試求ㄧ數 c使得
 4

 1
( ) ( )(4 1)f x dx f c= −∫ 成立。 

解： 
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微積分基本定理(Fundamental Theorem of Calculus) 
定理： 

設函數 f 在[ , ]a b 為連續。 

(1) 若令
 

 
( ) ( )

x

a
F x f t dt= ∫ ， [ , ]x a b∈ ，則                     。 

(2) 若 ( ) ( )F x f x′ = ， [ , ]x a b∈ ，則                          。 

通常運算過程會寫成如下表示：                               。 
例題：利用微積分基本定理，求 ( ) 2 1f x x= + 在[1,3]上所圍區域的面積。 
 
 
 
 
 
例題：假設一塊土地是由 3 1y x= + 在[0,1]上所圍區域，其中 ,x y均是以百英尺記。若這土地

每英尺的的售價為 12 元，求這土地的價值為何？ 

解： 
 
 
 

例題：求 ( ) 1

 0

xe x dx− +∫  

解： 
 
 
 

例題：求
 4 2

 1

1 x dx
x

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  

解： 
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例題：求
2 4

 1

1x dx
x
−

∫  

解： 
 
 
 

例題：若 2( ) 2f x x x= − ，計算
 1

 1
( )f x dx

−∫  

解： 
 
 
 
 
 
 
 

例題：若

1 0 1
( ) 1 2

4 2 4

x
f x x x

x x

≤ <⎧
⎪= ≤ <⎨
⎪ − ≤ ≤⎩

，若

，若

，若

；求
 4

 0
( )f x dx∫  

解： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

例題：ㄧ製造商之邊際成本函數為 0.6 2dC x
dx

= + 。若現在每週之生產量定在 80x = 單位。當每

週之生產增至 100單位時，則成本會增加多少？ 
解： 
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代換積分法 
定理： 

設函數 g在[ , ]a b 具有連續的導函數，且 f 在 ( )g a 至 ( )g b 為連續。令 ( )u g x= ，則 
  ( )

  ( )
( ( )) ( ) ( )

b g b

a g a
f g x g x dx f u du′ =∫ ∫  

例題：求
 1 2 3

 0
8 ( 1)x x dx+∫  

解： 
 
 
 
 
 

例題：求
 2
1 
4

ln x dx
x∫  

解： 
 
 
 
 
 

例題：ㄧ製造商之邊際成本函數為 23( 4)dC q
dq

= − 。若現在每週之生產量定在 6q = 單位。當每

週之生產增至 10單位時，則成本會增加多少？ 
解： 
 
 
 
 
積分近似值的求法 
(A) 梯形法： 
定理： 

若函數 f 在[ , ]a b 為連續，且 0 1 2, , , , na x x x x b= = ，將[ , ]a b 作ㄧ正則分割，則 

                                                                  

例題：利用梯形法及 10n = ，計算
 2

 1

1 dx
x∫ 的近似值。 

解： 
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(B) 辛普森法： 
定理： 

若函數 f 在[ , ]a b 為連續，n為正偶數，且 0 1 2, , , , na x x x x b= = ，將[ , ]a b 作ㄧ正則分割，
則 

                                                                  

例題：利用辛普森法及 10n = ，計算
 2

 1

1 dx
x∫ 的近似值。 

解： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


